






ZA UnEARIIE ElIPTIm DIFEREJlCIJAlJE OPERATORE
U radu se daje pregled tehnika i rezultata za rje savanje singularno perturbacij-
skih problema zasnovanih na metodi Vishik-Lyusternika. Na temelju toga razma-
tra se asimptotska valjanost metode u Holderovim normama.
Singularna perturbacija; linearni eliptteki operator
r. RUBNE ZADAtE ZA LlNEARNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE S MALIM
PARAMETROM.METODAVISHIKA I LYUSTERNIKA
Izu~lmo najprije singularno perturblranu zadatu oblika:
L (u (x» = N (u (x)) - M(u (x)) = f(x); O<x<1££ ££ £ --
pri ~emu je k
m,- 1
N£ (u£(x)) = £ •
k,
M (u [x] = I b (x) u






I eva (x) u (x)
v =1 v £
(1. 1)







= 0,1, ••• ,s-1
= 0,1, ••• , t-1 (1 .2)
Pri tome pretpostavljamo da su funkcije a\/(x) analiti~ke u intervalu 0 < x < 1. Po-
sebno to zna~i da ih mofemo razviti u konvergentan red potencija u oKoliCi tocke
x = 0 ill to~ke x = 1:
CD
(x) r aO r ,,2, ••• ,m,-k,a x vv r=O \/r
CD
1a (x) = I a (x-1)r ; \/ = 1,2, ••• ,m,-k,v r=O \/r
(1. 3)
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Nadalje, pretpostavljamo da je f c Cl ([0,1]) prl lemu je l:e N dovoljno vellk





1 v01 lid = 1: a •Il - b (1) = 0v =1 vo 0
Izulavamo pondanje rjdenja u{x ,d kada E+ o.










(k1 • L (u )
E
(1. 1) u okellcl ruba x
k1+vd u
E
= 0, i to u lokalnlm varljablama,
k - Il
d 1 u




Desnu stranu mofemopri tom razloflti u red po potencijama od E dobitl :..
( k1• L CUE) = 1: RO (u ) • E r
r=O r (
Sasvim analogan bismo postupak mogli provesti i u okolici drugog ruba (x=1):
c
k1









RO (u) = -- 0 {-d a )u
o dak1 0
1 dk1 dR (u) 0 ( )u
o dTk1 1 crT
Neka je sada broj korijena jednadfbe 0
0
°) = 0 5 negatlvnim realnim dljelom jed-
nak p (brojeci ih do na njihovu algebarsku kratnost), a broj korljena jednadfbe
01(Il) = 0 5 pozitivnim realnim dijelom jednak q. Prve oznalimo redom 5 >'1'~, •••
•••• ,>.p, a druge 5 ~'1l2' ••• 'llq.
Definidp 1.1. Rubnu zadacu (1. 1), (1.2)
i osim toga p~ 5, q ~t.
pri temu je (1. 7)
(1 .8)
zovemo regularnom ako vrijedi p+q=m1-k1
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j = O,l, ... ,t-q-l
zove se degeneriranom zedacom zadace (1.1). (1. 2).
-M(u) = f(x)
uti) (0) = 0
u(j)(1) = O.
(1. 9)Definicijll 1. 2. Zadaca
5 rubnim uvjetima i = 0.1•...• s-p-l
(1.10)
U daljnjem se pretpostavlja da zadaca (1.9). (1.10) ima jedinstveno rje~enje i za
£ > 0 dovoljno maleno da to isto vrijedi za zadacu (1.1). (1.2). Jedinstvenost se
mole osigurati nekim specijalnim dovoljnim uvjetima (npr. [1J. str. 45-47. teoremi
4'. 11" i 4"').
Nadalje. felimo izracunatl tzv. formalnu aproksimaciju jednad!be ~ u£ = f uz Di-
richletove rubne uvjete. U tu svrhu trebaju nam osnovni pojmovi asimptotske ana-
lize (vidi [2J. chapter 1).
Definicijll 1.3. Neka su f(d i g(d.£ e:<0. e:oJ bilo koji par realnih
funkcija. I~afemoda je f=O(g} za £+0 ako postoje pzitivne konstante
da vrijedi If(dl ~klg(e:}l za ·O<e:<C.Kafemo. nadalje. da je f=O(g}
lim {f(e:) g(E:)} = O.
e:~
Definidja 1. 4. 6 je element
na, pozitivna. neprekidna
neprekidnih
k I C takve
ako postoji
skupa uredajnih funkcija £ ako s (e:).e: £(o'£oJ je
i monotona funkcija. tj. postoji lim 0 (d.
£-+0 n
Dobro poznati primjeri uredajnih funkcija jesu on(d = en ili 0n(d = e e:
real-
Definidjll 1.5. Niz uredajnih funkcija O. n=0.1.2 •... N zove se asimptotskim
nizom ako je za sve n=1.2.3 •... N ispu'hjeno on = 0 (on-1)' Takav je npr. niz
On (£) =e:n•
Definicijll 1.6. Niz funkcija f (d zove se asimptotskim nizom ako je za svaki
n = 0.1.2 •••• N f (e) = O(o(d~ if (d 4 o~ (d) pri temu je 0 £ E; i{6 }N 0n n 11 n n n=
asimptotski niz ••
m
Definicijll 1.7. Suma 1: anfn(d gdje su an konstante. zove se asimptotskim re-
dom ako je {f n(£)~:om=o jedan asimptotski niz.
m
Definicija 1.8.Neka je ~ ('"?}(x.d == 1: 0 (d~ (x.d; O<x<l. a ~ ==0(1). ~ 40(1)
aJ n=1l n n - -m n n
za svaki x, 0<x<1. Pri tom [e 0 (£) 'rnmptotski niz. Za ~ ka!emo da J'easim-- - n ( J3s
totski razvoj do m+l tlanova od ~na [0. lJ ako je ~ ==~ n + 0 (0m) za svaki x ,
O<x<l. as
Definicijll 1.9. Kafemo da je funkcija ~as formalno aproksimativno rje~enje diferen-
cijalne jednadlbe Le:~==F. 0<x<1 ako vrljedi L ~ = F + p • pri cemu je p =O(1} za
svako x , (k x <1. e as
2. KONSTRUKCIJA ASIMPTOTSKOG RAZVOJA
Cilj ovog paragrafa je konstruirati asimptotski razvoj diferencijalne jednadfbe
L£FF. ~x~l. i to za sluca] tzv. regularne degeneracije. Pokazuje se da u nutri-
nu intervala [0.1]. tj. u intervalu (0.1-0) asimptotskim razvojem moze u biti po-
slufiti asimptotski razvoj degenerirane zadace, No. u okolici rubnih tocaka x=O i
x==l treba taj razvoj popravljati funkcljama rubnog sloja.
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Definicip 2. I. Neka je v£ (x) funkcija definirana na podskupu D skupa R i k tome
p puta neprekidno diferencijabilna. Ka!emo da je v c (x) funkcija rubnog sloja k-tog
reda (k ep l , ako:
1) funkcija v£ (x) i sve njene derivacije do p-tog reda (p sk] uniformno konvergi-
raju k null kada £+0 na svakom zatvorenom podskupu od 0, a koji ne sadrIava
tocke ruba od 0 (pi~emo a 0)
2) k-te derivacije funkcije v (x) ogranitene su u D kada £-+0, j-te derivacije od
£ -
v (x) (j ck) konvergiraju kada (-+0 k null na 0 a izmedu k+l-vih derivacija
od v £ (x) nalaze se funkcije koje tete k 00 i to u supremum normi.
Npr. na skup J 0 = <0,00) tipitnlm primjerima funkcija rubnog sloja (a blizu tocke
x=O) i to k-tog reda jesu funkcije
~ k x -A~ k N
k -A£ ill £ PI-Ie c £
£ e x,: x£
pri temu je A>0, a P( -) je pollnom u - •£ £
Neka je sada uo(x) rje~enje degenerirane zadace , U okolici ruba x=O uvedemo
transformaciju cJ= ~ I nademo u prvom koraku takvo rjesenje jednad!be
RO (v) = 0 (2.1)o




i=5-P, ••• , s-I (2.3)
lli ~to je isto
., {Odlv
doi 0 =0 = _(i u~) (0)
a da pri £+ 0+ ostaje ogranitenim.
i=O, 1, •.• , s-p-I (2.2*)
l=s-p, ••• ,5-1 (2.3*)
Oiferencijalna jednad!ba (2.1) Ima red ml a njegova karakteristitna jednad!ba
blik kl ° ()-O F k" j '-0 1 k l' AjO '-1 -k t· f -o I A • 0 A -. un cue 0 , J- , " •. , 1- Ie, J- ,"" m1 1 me un
damentalnl sistem rje~enja dlferencijalne jednadfbe (2.1). No m1-k1-p rje~enja
oblika eAjO ,j>p odbacujemo jer zbog Re >,..>0 eAjX/£divergira za te j kada c+ 0+.
Iz preostalih kl+P partikularnih rjelenja ~astavimo takvu linearnu kombinaciju
koja zadovoljava uvjetlma (2.2*, 2.3*). Najprije odredimo konstante c.(£), j=I,2,
••• , P I to tako da vrljedl: )
dl P Aj 0 i (i) .
(--. 1: c.(d e ) 0=0 = -( u 0 (0), I=S, p, .•. , 5-1 (2.4)
dol j=1 J
Bez smanjenja opcenltos tl pretpostavljamo u daljnjem da su svi korijeni jednadfbe
0op) = 0 s negativnim realnim dljelom I svi korijeni jednadfbe 01 (IJ) = 0 5 pozi-
tivnim realnim dijelom medusobno razlitlti. Prema tome je determinanta na lijevoj
strani jednakosti (2.4) Vandermondova determinanta pa, prema tome, razlitita od
nule. Nlje se tesko uvjerlti da su t:j(d jedlnstveno odredeni i da vrijedl:
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pri lemu su
- s-p 0c. (£I = c • c. (d • J=1.2•..•• p
J J
C?( c) polinomi u c , Prema tome. funkcija
J
Vo = £ s-p
o
p 0 A jO
1: CJ' ej=l
(2.5)
je rjelenje jednadfbe (2.1), a koje zadovoJjava rubne uvjete (2.3*). Rubne uvje-
te (2.2*) mofemo Isto zadovoljltl ako od v0 oduzmemoMaciuarinov red sve do stu-
pnja s-p-1. Ta partikularna suma glasl:
P s-p-1 k






s time da je a~ polinom u x Ie:.
Prema tome. funkcija u + Vo + cc 0 zadovoljava svlh s rubnih uvjeta (2.2*) io 0 0
(2.3*). pa bolje aprokslmira rjelenje polazrlOg problema nego u i to na svlm
zatvorenlm podlntervalima iz 0 ~x ~ 1. 0
Slilna konstrukcija mole se provestl I u desnoj granllnoj talkl x=l. To vodi na
u + v1 + £a1 koja se uzlma kao prva aproksimacija polaznog problema. Ovdje jeo 0 0
1 t-q ~ 1 () u j(x-l} l e , a a1 polinom s obzlrom na x Ie:. Da dobijemov = c l. c. £ e 0
o j=l J
aprokslmaciju valjanu na [0,1 ] uvodimo beskonalnodiferencijalnu funkciju ,(x)
I to tako da vrljedi
tjI(x) ={~ 0< x<626< x < 1
pri lemu je 6 mall poztttvan broj. Potom se definiraju funkcije ovako:
o 1a 0 = tjI(x) a 0 + ,( 1-x) ao
o 1"e = tjI(x) "e + tjI(l-x) Vo
time smo dobili prvi llan asimptotike: Uo + v0 + e:ao
Pokafimo kako se postupak mofe produfiti, tj. dobiti asimptotlka villeg reda. tj.
formula oblika
r ur' £ r +r=O r vr • e:





L [ r u
£ r=O r
L ([ r u
r=O r
£r+ r ar ./] L [
ee £r]= f£. + 1: vr£ r=Or=O
kl+ v
r e r a • (r]_ f = [-M+ mrk1£ v d [u r£ + av (x) k +v + 1: (u - o 1)'£]-
r=O r v =1 0 r r-dx 1 r=l
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.Ako sada razlofimo gornje formule u red potencija po e:(5 time da u (*) uzimamo





r = 0,1,2, •••
(2.7)
r ~ 0, i = 0,1 ; c' == 0o
Nije telko vidjeti da u. (x,d mofemodefinirati Induktivno. Znall, ako su Uj(X,E)
i a. (X,E) j < r vet odr~dene kao beskonalnodiferencijabilne funkclje u Intervalu
o dX~1 i ujedno kao polinomi u E, onda je ur uz k1 rubnih uvjeta (1.9) 1 (1.10)
jedinstveno odredeno i polinom je u E. Po indukciji se to protegne i za vj, j < r 1






1Isto se mofe napraviti za drugi rub x = 1 i pokazati egzistencija funkcije vr
ti2~ve da
v1 = Et-q r C? (o,e:) • elli•T
r i=1 Ir
s time da vO i V1 zadovoljavaju uvjetima (2.3*) -I to u
bismo zadOv~ljili ~vjete (2.2*)' odsljecamood vO i v 1
d od . iih d' dO. r 1 T
r
a s-p nosno t-q, I nJI 0 uzunamo 0 v I V • e
o . 1 r r
mo s -Ear I - Ear.
r = 0,1,2, •••
tockema x = 0 1 x = 1. Da
Maclaurinov razvoj do re-
razvoje u daljnjem ozna~ava-
Oznatlmo Ii vr = !jI(x)
a r = !jI(x)
o 1v + !jI(l-x) v
r r
• a~ + !jI(l-x) • a~
to se pokazuje da je suma
N N N
UN 1: ur Er + 1: v r Er + 1: ar • Err=O r=O r=O
formalna aproksimacija u smislu definicije 1.9. Vishik i Lyusternik su u svom ra-
du [1 Joel/enill grdku uE - UN u normi prostora L2 ([0,1J) (teormi 6 i 7, str.
60), no nlsu dali oejenu u maksimumnormi (ili Ito je isto u Cebilevljevoj normi).
Znaajan korak u tom smjeru ucinlo je LC.Besjes u radu [3]. Tu se metod Vishi-






Deftnidja 2.2. Kafemo da
duje neprekidne parcijalne
s = 0, 1, ••• ,m-l na llfl (2.8*)
je funkcija f klase Cl+o(fl) fEN, 0 <0< 1 ako f posje-
derivacije do reda I na fl i ako Df posjeduje konacnu
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Holderovu normu reda a. Pri tom Holder'ovu normu definiramo:
[ fJ1+a= supp,QEfl
polQ
nam pri tom oznatavaju Euklldsku normu u s".
Za funkciju f klase CI+a(Q) uvodimo ove oznake:
I olf(p)-OIf(Q) ,
IP-QIa
DefinIci;' 2.3. Za linearne diferencijalne operatore
Ll = 1: aB(x) r1 Lo = 1: ba(x)[j1; m> k
J B'~2m lal~2k
kafemo da su uniformno jako elipti~ki u Qako postojI konstanta Co nezavlsna od x
takva da za svako (= (E1' (2'···' (n) vrijedl:
(-Om 1: a (x) (B >C (4 + ••• +( 2)m i (_Ok 1: b (x)Oa>c «(~+••• +(2)k
IBJ=2m B - 0 n lal~2k a - 0 n
Defimd;' 2.4. Za linearnl diferencijalnl operator Lo kafemo da je pozitlvan ako
vrijedl:
za neko C >O.
2
J u • Lo udx ~ C J Iu, dx
o 0
Na zadacu (2.8) i (2.8*) stavljamo ovakve uvjete:
(PO 0 E Rn je jedna omedenadomena. Nadalje, postojl pozltivan broj d >0 takav
da svaka tocka PEQza koju je dlst(P,ao) -e d posjeduje okolinu U (dimenzlje
n-1) za koju vrijedi: p
a) U sadrli sferu oko P radijusa } d
P - -
b) skup U f'\ 0 mofemo injekti~no preslikati na zatvarac polusfere 1:R(P);
R(P) ~ f u Rn pri ~emu se U "ao preslikava na ravni dio polusfere pre-
slikavanjem T koje je klasePd+ a za neko IE N, 1 > 2m i svako a, 0 < a.< 1.
Osim toga i irfverz od T pri istu glatkocu kao T -. Pri tom se misli da
svaka komponenta presl~avanja T (kao I njegovCg Inverza) ima konacnu. p
, f 1-+0 normu omedenu konstantom 1C nezavlsnom od tocke P.
(P2) f je funkcija od x , ali ne i od E, 1 ima istu glatkocu kao 1 T • Za svako
a, 0 <a<1 vrijedi [f]. <... p
'+a
(P3) L1 i Lo su uniformno jako elipti~ki operatorl u 0 reda m1 = 2m i k1=2k,
m > k, a Lo je pozitivan u n.
Prije nego ~to izlo!imo metodu rubnog sloja i ocijenimo qresku u Holderovo] norrni,
navodimo klju~nu ocjenu dokaza koja se bazira na Gardingovoj nejednakosti {[Ii].
p.78). Ehrlingovoj nejednakosti ([3],p.28 teorem 5) i radovima Agmon-Douglis-
Nirenberga ([6J, chapter 2.) 131
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TflOn!II 2.1. Uz gornje pretpostavke za
ova ocjena:
[ ] <C (l-j-2m+2k+1)/(2m-2k-1) Iff c£-(j+ r)/(2m-2k-1).(flf/2
u j - £ . 1-2m+a+ n
rje~enje problema (2.8) i (2.8·) vrijedi
1
dxl
za j = 0,1,2, •••• , I i e dovoljno maleno.
3. METODA RUBNOG SLOJA
Gledamo problem (2.8) i (2.S·)i felimo dobiti asimptotski razvoj valjan u Holdero-
voj normi. Ideja se bazira na metodi Vishik-Lyusternika kako je izlofena u para-
grafu 1. Prvo se u okolici ruba domene uvedu lokalne koordinate (p, 4» = (p, 4>l'
4>2,••• ,4>n-l), i to tako da p = ° predstavlja an, a O<p<Po predstavlja sve tocke
u pruzi duf an. Lokalne koordinate Imaju tako izabrane, izrafene u xl' j 2"'" j n
Istl stupanj glatkoce kao I ao. Pokazuje se da je varijablu p, a koja mjeri uda-
Ijenost duf normale na an, potrebno jo! i rastegnuti: neka je t = p l u, prl temu
1
2m + 2k
je u = c
U novim varijablama imemo:
2m-2k -2m
£Ll+Lo=v L1+Lo={v a1(vt,4»
a 2m -2k a2k
-2-+"'}+{v a (vt,4» -2k' +._.}
(ltm 0 at
(3.1)
Razvijemo Ii sad koeflcijente a u (3.1) u red potencija po v' to dobijemo:
v
2k N+l
(0 ) au} {-2k .•.u rM u+ a '4>~ + v l.
o 'elt.: r=l r
(3.2)
(3.3)
Ll i Lo ostaju nakon transformacije uniformno jako eliptitki i osim toga vrijedi:
(_1)m a1(0,.) > ° i (_1)kao (0'4» > ° (3.4)
u(x, v) trafimo sada u obli ku asimptotskog reda:
M . k N .
u(x,v) = l: vlw.(x) + u l: vI vI· (t,4» + RM,n
j=O I j=O
pri temu iz tisto tehnlckih razloga uzimamo:
M > 2 • (m - k)
N = max (M + k, M + m - k - 1)
Supstituiramo Ii sada (3.5) u jednadfbu (3.3) i zahtijevamo:
L w =f L w.=O 1 <i <2m-2k-lo 0' 0 J
Low2m-2k+j + L1wro. j=O,1, .•• ,M-(2m-2k)
I
Movo = 0; M v . + l: M.v . . = ° j = 1•... , N
o I i=l I I-I
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Desna strana jednakostl (3.7) je O(IJM+l) +
. M+l
N desna strana je O(IJ ).
Istrallmo jol I rubne uvjete (2.8*). Ako u (2.8*) supstltuiramo (3.5), dobljemo:
M 2m-2k+j L -k 2N+l i+j
1: IJ lw, - IJ 1: IJ M1v.
j=M-(2m-2k)+1 J i+j > N J
N+l-k Ikj<N
O(IJ ). tj. zbog pretpostavke na
(3.7)





+ O' s=n, 1•.••• m-l (3.8)s IJ s .j =0 an j=O an
Te se jednadfbe razblju u dva bloka:
= 0
s





za s = 0, 1•••• k-1 I j = 1.2••••• M
za k--s+j; 0
za 0< k-s+j < M (3.10)
za k-s+j > M








za s = O,l, ••• k-l
s
a RM, N = 0
a nS
Jednadlbe (3.8), (3.10), (3.11) vrijede u tockama ruba domene n. Jednadlbe
(3.6). (3.9), (3.10) odreduju niz problema za wo' vo' wl• vl •.•• Egzistencija
funkcija WI dobro je poznata iz eliptlcke teorije ([4], § 5. i §8.). Egzsitencija
funkcija v I verificira se ovako: jednadlba
2m 2k
al(o.~) . A + ao(O.~) • A = 0
s = k,k+l ••..• m-j (3.11)
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lma m-k raziilltlh korijena 5 negativnim realnim dijelom koliko imamo i rubnlh uvje-
ta. Time je degeneracija regularna pa prolazi metoda Vishika i Lyusternika. Funk-
cije vI su funkcije rubnog sloja oblika:
m-k










u(x, £) E IJJw.(x) + l/I(x) . IJ
j=O J
prl lemu je l/I beskonalnodiferencijabilna
N .
E IJJv.(t,<jl) + RM
j=O J




Uvrstimo Ii (3.12) u (2.8) I (2.8*), dobljemo:
1





__ M_=G 01 1
M s = , , ••• , m- na ana nS s,
gdje vrijede slljedece ocjene (zbog strukture od vi)'
, M+l-1FM/I~ C. IJ 1= O,l, ••• ,M (3.13)
[G MJ < C M+l S = O,l, ••• ,m-ls, 0 - 11
U daljnjem mofemo se bez smanjenja opcenitostl ograniliti homogenim rubnim uv-
jetima, tj. stavljamo G M = O. Onda po teoremu 2.1. imamoza fiksne I,M i K
proizvoljni: . 5,
[ R J [(I-j-2m+2k+1) 1(2m-2k-l)J. (2m-2k) M+K+l-(1-2m+l) +M+K .~ C. n +IJ
J 1J_[(jr -2)/(2m-2k-1)J' (2m-2k) M+k+l+ elJ . IJ
za 0 ~j ~I, I ~2rrj, 11dovoljno maleno.
(3.14)
Za I = M + m, 0 ~ j ~M i K dovoljno veliko dobivamo:
M+l
[RM+KJj~ C '11
Po jednakosti trokuta imamo:
(3.15)
m+l-j M+l
[RMJj ~[RM - RM+KJj + [RM+KJj~ ell + c , (3.16)
gdje smo prvi llan desne strane ocijenili uz pomoc (3.5) napisanom za M i M+k
oduzetim. Time smo ustvari pokazali:
M i k N .
[u ~ E IJw. - IJ E IJ I J < C M+l-j za
i=O I k=O vi j _ ·IJ
za M-k < 0 uzima ~-k = O. Time je napravljena ocjena u
i=O
o ~ j ~M, 5 time da se
Holderovo] normi.
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SUMMARY
In this paper we study Dirichlet problem of singular perturbation type for linear
elliptic differential operators of arbitrary order. We use boundary layer method
which was suggested by Vishik and Lyusternik. The asymptotic validity of
approximation is demonstrated in the maximum norm by means of a priori
estimates of Agmon - Douglis - Nirenberg.
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